3.1

Usikkerhed og sandsynligheder

De fleste samfundsvidenskabelige problemstillinger involverer usikkerhed.
For at kunne analysere disse er det nedvendigt med en dybere forstdelse af
begrebet usikkerhed samt redskaber til at hdndtere usikkerheden. Redskaber-
ne bestdr iser af matematiske modeller, som kvantificerer usikkerheden. I
dette kapitel diskuterer vi forst, hvad man forstar ved usikkerhed. Derneest ser
viiafsnit 3.2 nermere pd, hvordan udtraekningen af en stikprove fra en popu-
lation er forbundet med usikkerhed. Sandsynlighedsmodellen, som vi intro-
ducerer i afsnit 3.3, formaliserer denne usikkerhed, s vi kan tilskrive forskel-
lige heendelser sandsynligheder. T afsnit 3.4 skal vi leere at regne med disse
sandsynligheder, mens vi i afsnit 3.5 gar et skridt videre og kigger pd begrebet
betinget sandsynlighed, som er sandsynligheden for en handelse, givet at en
anden heendelse allerede er indtruffet. Endelig ser vi i afsnit 3.6 pd, hvad vi
forstdr ved uathangighed og afthengighed mellem to handelser, og hvordan
afheengighed ofte forveksles med en kausal ssmmenheng.

Usikkerhed

Vi opfatter en situation som usikker, nar vi ikke ved, hvad der vil ske. Ofte
kender vi godt de mulige begivenheder, vi ved blot ikke hvilken af dem, der vil
indtreeffe.

Eksempel 3.1:
Vejretimorgen

Det er juni méned, og vi ved ikke, hvordan vejret vil blive i morgen. Vi ved
dog, at morgendagen vil byde pé enten solskin, regn, sne eller blandingsvejr.
Andre muligheder er der ikke.

Eksempel 3.2:
Obligations-
kurser

Kursen i morgen kl. 12.00 pa en 30-arig byggeobligation er relevant for mange
virksomheder i den finansielle sektor, og ikke mindst for de boligejere, som
overvejer at omlegge deres realkreditlan. I princippet kan kursen i morgen
veere en hvilken som helst veerdi mellem 0 og uendelig, selvom vi nok pa for-
hénd kan udelukke en del af disse veerdier som veerende helt usandsynlige, fx
kursen 3,21 milliarder.
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Eksempel 3.3:
Efterspargsel
efter cykler

Cykelproducenterne er interesserede i at vide, hvor mange cykler danskerne
vil eftersporge (forbruge) i det kommende ar. Pd forhdnd ved de kun med sik-
kerhed, at eftersporgslen bliver et heltal, som er storre end eller lig med nul.
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Alle de tre ovenstdende eksempler involverer usikkerhed. Usikkerhed kan
imidlertid opsta af forskellige arsager. I eksempel 3.3 kan drsagen til usikker-
heden veere, at folk faktisk ikke ved, hvor mange cykler de vil kobe det kom-
mende ar, fordi de ikke kender naste &rs indtegter og udgifter. Arsagen kan
imidlertid ogsa vere, at selvom den enkelte forbruger ved preecis, hvor mange
cykler han eller hun vil eftersporge i det kommende ar, sd er denne informa-
tion ukendt for cykelproducenterne. I begge tilfeelde er der tale om usikkerhed
set fra cykelproducenternes synspunkt.

Uanset arsagen til usikkerheden er vi interesserede i at kunne kvantificere
den og lave beregninger pa den. Cykelproducenterne fra eksempel 3.3 gnsker
mdske at beregne sandsynligheden for, at efterspergslen bliver mindre end
300.000 cykler i det kommende ar. Méske vil de ogsa gerne vide, hvordan den-
ne sandsynlighed pavirkes af benzinprisen. Tilsvarende kunne man som bo-
ligejer i eksempel 3.2 gnske at kende sandsynligheden for, at kursen er mindre
end 100, idet man kun kan optage lan i den pageldende serie, sa leenge kursen
er under denne veerdi.

For at hdndtere usikkerheden og lave sdédanne beregninger kan vi opbygge
en matematisk sandsynlighedsmodel. Inden vi kan opstille denne, skal vi kig-
ge lidt neermere péd begreberne population, udvelgelsesmekanisme og stik-
prove, som danner rammen for en basal forstaelse af begrebet usikkerhed.

Fra population til stikprave

I dette afsnit ser vi pa sammenhzngen mellem en population og en stikprove.
Som nzevnt i kapitel 2 er en population den statistiske betegnelse for en sam-
ling af individer, genstande eller mere abstrakte objekter. Det kunne fx vare
alle personer i Danmark, hvis vi ensker at undersgge danskernes indkomst
eller alder. Hvis vi i stedet undersoger terningkast, sa er det de seks sider pé
terningen, der udger den relevante population. En stikprove er en samling af
veerdier fra populationen. Det kan fx veere 1000 indkomster eller en raekke
kast med en terning.

Stikpraven er resultatet af en udvelgelsesmekanisme, som skaber stikproven
fra populationen. Hvis fx en terning kastes tre gange, sd kunne udvealgelses-
mekanismen beskrives som folger: ,Lag terningen i raflebaegeret, ryst rafle-
baegeret, kast terningen og afles resultatet. Gentag dette indtil tre terningkast
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Figur3.1:
Et eksperiment

foreligger.“ Resultatet af de tre kast er da vores stikprove. En stikprove er for-
bundet med usikkerhed. Usikkerheden opstdr, fordi raflebaegeret rystes, og
man derfor ikke kender udfaldet péd forhand.

Udvzlgelsesmekanismen til at opnd en stikpreve pé fx 1000 indkomster fra
populationen af personer i Danmark er anderledes. Denne udvelgelsesme-
kanisme kunne veere: ,,Skriv alle personnumre ned pa sedler og put dem i en
(meget) hoj hat. Ryst hatten grundigt og udtrak med lukkede gjne en seddel.
Undersog indkomsten for personen med det udtrukne personnummer og
skriv resultatet. Gentag dette 1000 gange.“ P4 denne méde opnas en stikprove
pd 1000 indkomster. Usikkerheden opstar her, fordi den heje hat rystes, og
udtrakningen sker med lukkede gjne. I praksis ville den hoje hat vare erstat-
tet af en computer, som i princippet ville gore det samme som at ryste hatten
og udtraekke med lukkede gjne. Udvelgelsesmekanismen beskriver bade,
hvordan usikkerheden opstér, og hvor mange elementer fra populationen, der
skal undersages.

Overordnet kalder man en population, en udvealgelsesmekanisme og en
stikprave for et eksperiment. Selvom ordet eksperiment kan lede tankerne hen
pé et laboratorieforseg, sd deekker begrebet meget bredere i statistikkens ver-
den. Eksemplet med en stikprove af danskernes indkomster er séledes et eks-
periment i statistisk forstand. Figur 3.1 illustrerer de tre elementer i et ekspe-
riment.

Vi er interesserede i stikprover af to arsager. For det forste er stikprover sma
billeder af populationen. De kan derfor bruges til at leere noget om denne.
Stikprgven af indkomster er et eksempel pa dette. Vi kan her bruge stikproven

Upy & —_—
‘ i i

| &
A Ag‘{ 1 Stikprave

® ‘1 9 *
j M%“ 4‘& ol

¢ i
o A J# .
Qg‘n. dﬂ(\ﬁm‘aﬁﬁww ‘
| i kb
Population i

3.2 Frapopulation til stikprgve 51



3.21

3.2.2

til at fa et sken over danskernes (populationens) indkomster. For det andet
kan stikprover vere interessante i sig selv. Det er fx tilfeeldet, hvis man har
indgdet et veeddemdl om, hvilken side terningen lander pd. Uanset hvilken
interesse, man har i stikprgven, opstér der usikkerhed, fordi man ikke kender
udfaldet af stikpreven pa forhand.

Alle problemstillinger i denne bog kan opstilles som eksperimentet illustreret
i figur 3.1, hvis vi udvider vores fortolkning af, hvad en population er. I det
folgende vil vi derfor forklare, hvad vi forstdr ved populationer og i den forbin-
delse skelne mellem to typer: Virkelige populationer og superpopulationer.

Virkelige populationer

Vi har allerede set pa virkelige populationer i kapitel 2. En virkelig population
er en population, der eksisterer i virkeligheden. Den har et endeligt antal ele-
menter, og man kan siledes teelle antallet af elementer og definere en andels-
funktion, som vi gjorde i kapitel 2. Udvelgelsesmekanismen fra en virkelig
population har typisk ogsd en fysisk beskrivelse. Nar vi udtreekker en person
eller kaster en terning, si foretager vi en handling. Vi har altsd en vis kontrol
over udvalgelsesmekanismen. Som vi skal se i afsnit 3.3, s& har udvealgelses-
mekanismen direkte konsekvenser for, hvordan sandsynligheder beregnes. I
kapitel 9 diskuterer vi forskellige udveelgelsesmekanismer og fejlkilder, som
kan opsta i praksis, nar man udtager en stikprove fra en virkelig population.

Superpopulationer
Det viser sig, at det er praktisk ogsé at arbejde med abstrakte, ikke-eksisteren-
de populationer, nar man skal beskrive usikkerhed. De folgende eksempler il-
lustrerer dette:

Eksempel 3.4:
En superpopu-
lation af obli-
gationskurser

Kursen i morgen klokken 12.00 pd en 30-drig byggeobligation er usikker. I
morgen klokken 12.00 kender vi kursen, men hvor kommer den fra? Kursen
kan i princippet vare enhver veerdi mellem nul og uendelig, men kun én af
disse veerdier bliver realiseret. Man kan forestille sig alle de mulige veerdier af
kursen i morgen klokken 12.00 som en population af kurser. Det er dog en
population, man ikke kan finde i virkeligheden. Men ved alligevel at forestille
sig denne ikke-eksisterende population af mulige kurser kan man sige, at kur-
sen i morgen klokken 12.00 er en stikprgve fra denne population.

Eksempel 3.5:
En superpopu-
lation af regn-
skabsresultater

52

En virksomheds resultat i neeste regnskabsér er usikkert. Men ndr man fér
opgjort regnskabet efter naeste ar, sd star der ét og kun ét tal pd bundlinjen.
For at kunne formalisere usikkerheden i dag omkring resultatet neeste ar er
det igen nyttigt at teenke pd en population bestdende af alle mulige resultater
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for neeste ar. Et af disse mulige resultater vil ende med at blive virksomhedens
faktiske resultat. I dette eksperiment er stikprgven altsa lig med virksomhe-
dens realiserede resultat.

Eksempel 3.6:
En superpopu-
lation af vejrlig

I eksempel 3.1 omkring morgendagens vejr kan vi forestille os dette som truk-
ket ud af en population bestdende af: Sol, regn, sne og blandingsvejr.

3.23

Eksemplerne ovenfor illustrerer, hvordan vi kan overfore tankegangen fra eks-
perimenter med virkelige populationer til eksperimenter med ikke-ek-
sisterende populationer. For at skelne mellem en virkelig og en ikke-eksiste-
rende population kalder vi sidstnaevnte for en superpopulation. I modseetning
til en virkelig population kan en superpopulation have uendeligt mange ele-
menter.

I et eksperiment med en superpopulation er udvelgelsesmekanismen ab-
strakt. Vi kan ikke umiddelbart forestille os kursen pé en obligation, en virk-
somheds resultat eller vejret i morgen som noget, der trackkes op af en hoj hat,
eftersom superpopulationen ikke eksisterer i virkeligheden. Derfor giver det
heller ikke mening at tale om andelsfunktioner i forbindelse med superpopu-
lationer.

Udvalgelsesmekanisme og stikprove

Nér man skal analysere egenskaber for en population baseret pé en stikprove,
det vi i kapitel 1 beneevnte induktion, sd er viden om udvalgelsesmekanismen
essentiel.

Det folgende kan lyde paradoksalt, men er ikke desto mindre korrekt: Jo
mere ,tilfeldigt* udvalgelsesmekanismen udvelger elementer fra populatio-
nen, desto nemmere er det at foretage troveerdig induktion. Det folgende ek-
sempel illustrerer dette:

Eksempel 3.7
En usaedvanlig
terning

Forestil dig, at en af dine ,,venner® har skrevet nogle nye tal pa de seks sider af
en terning. Du kender endnu ikke disse tal, men skal forsege at finde ud af
hvilke tal, det drejer sig om ved at observere ham sld med terningen (din stik-
prove). De seks tal pa terningens sider er derfor de ukendte verdier i popula-
tionen.

Betragt forst den sadvanlige udvelgelsesmekanisme i forbindelse med et
terningspil, nemlig at han putter terningen i et raflebager og ryster det mange
gange, inden han vender det, og den overste side af terningen afslgres. Hvis
han fortsetter sdledes tilpas leenge, og du dermed far en stor stikprove, sa er
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der meget stor chance for, at du vil kunne slutte dig til, hvilke seks tal, der star
pd terningens sider. Udvaelgelsesmekanismen er her karakteriseret ved at veere
tilfeeldig, fordi raflebeaegeret rystes.

Betragt nu folgende udvelgelsesmekanisme: Din ven snyder og legger
hver gang terningen saledes, at den samme side vender opad. Baseret pd en
sadan stikprove ma man konkludere, at der stir det samme tal pa alle seks
sider af terningen, eller at der er bly i den ene ende af terningen. Udveelgelses-
mekanismen er her fuldsteendig deterministisk og indeholder intet tilfeel-
digt.
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I ovenstdende eksempel er den tilfeeldige udvelgelsesmekanisme altsd bedre
end den deterministiske, fordi den tilfeeldige udvelgelsesmekanisme altid vil
afslore mindst lige s meget om terningens sider som den deterministiske, der
kun fortaller os om én af siderne.

Af mangel pa gode danske ord kalder man en udvelgelse, der er baseret pa
tilfeeldigheder, som er klart beskrevne (som fx det at man ryster raflebzegeret
mange gange), for probabilistisk. Det modsatte af en probabilistisk udvelgelse
kaldes en systematisk udveelgelse.

Eksemplet ovenfor er en smule karikeret. Man kan saledes med rette haevde,
at en systematisk udvelgelsesmekanisme, der viser os de seks sider pa ternin-
gen efter tur i dette tilfeelde ville veere at foretraekke. Imidlertid vil en probabi-
listisk udvelgelse, der viser os de seks sider i tilfeldig orden, veere lige sa god.
Og i de situationer, hvor populationen er meget storre end den udtrukne stik-
prove, vil en probabilistisk stikprove veere klart at foretraekke, som vi skal se
senere i denne bog. En vigtig ingrediens i en god empirisk undersagelse er
derfor en udvelgelsesmekanisme, som indeholder en tilfeldighedsmekanisme
i forbindelse med udvzlgelsen af elementer fra en population.

I naeste afsnit introducerer vi sandsynlighedsmodellen, som man bruger til
at formalisere og regne pa ,tilfeldighederne®.

Sandsynlighedsmodellen

Nar vi leegger to tal sammen, er vi ikke nervese for, om vi fir et tal som resul-
tat. Men burde vi egentlig ikke veere nervese? Tal vokser ikke i naturen, de er
abstrakte konstruktioner. Bern opdager ikke tal, fordi de kommer til at grave
dem op af sandkassen. Der er dog ingen tvivl om nytten af at have tal og af at
kunne leegge dem sammen og trakke dem fra hinanden. Grunden til, at vi
ikke er nervegse for at lave sidanne beregninger med tal, er, at de har et mate-
matisk fundament, som garanterer, at vi kan leegge to tal sammen, uden at vi
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3.3.1

behgver at ligge sovnlase over, om resultatet af denne @velse nu ogsa bliver et
tal.

Nar vi skal arbejde med usikkerhed, stir vi over for en lignende situation.
Vi skal have formaliseret usikkerheden sdledes, at vi kan regne pé den, som fx
sandsynligheden for, at det hverken vil regne eller sne i morgen, eller at kursen
pé en obligation kommer til at ligge mellem kurs 100 og kurs 105. Et matema-
tisk fundament, som sikrer, at vi kan gere dette, er sandsynlighedsmodellen.

Sandsynlighedsmodellen indeholder den matematiske fortolkning af ekspe-
rimentet i figur 3.1, og den giver os mulighed for at regne pa den involverede
usikkerhed. T det folgende gennemgdr vi de tre elementer, som sandsynlig-
hedsmodellen er opbygget af: Udfaldsrum, heendelsesalgebra og sandsynlig-
hedsmdl. Udfaldsrummet er den direkte matematiske oversattelse af eksperi-
mentet. Hendelsesalgebraen bestar af de aspekter ved eksperimentet, som vi
onsker at udregne sandsynligheder for. Sandsynlighederne er beskrevet af den
tredje del af modellen, sandsynlighedsmadlet.

Udfaldsrum

Som beskrevet ovenfor giver et eksperiment anledning til en stikpreve. Et ud-
fald er en veerdi af en stikprove. I eksperimentet ,,at kaste med en terning® er
et muligt udfald en ,treer. Stikpreven kan altsé antage veerdien ,treer. Til at
holde styr pa alle udfald definerer man et udfaldsrum:

Udfaldsrummet, Q, for et eksperiment er samlingen af alle mulige udfald af ekspe-
rimentet (veerdier af stikproven).

Vi bruger det graeske symbol € (Omega) til at betegne udfaldsrummet. I eks-
perimentet ,,at kaste med en terning® er udfaldsrummet: Q = {ener, toer, treer,
firer, femmer, sekser}. Tuborgklammerne bruges til at indikere en samling af
elementer (udfald), ogsd kaldet en maengde. Resultatet af et eksperiment er ét,
og kun ét, af disse elementer, fx en treer.

Eksempel 3.8:
Plat og krone

Eksperimentet ,at kaste en ment og observere den gverste side“ kan resultere
i to mulige udfald: ,,Plat og ,krone®. Udfaldsrummet er derfor Q = {P, K},
hvor P er ,plat®, og K er ,krone“ Et mere kompliceret eksperiment kunne
vare yat kaste en ment to gange og observere de gverste sider®. Et udfald i
dette eksperiment bestdr af resultatet for begge kast. Hvis det forste kast giver
plat og det andet krone, sd kan udfaldet skrives (B, K). Bemeerk, at selvom
eksperimentet er sammensat af to kast, sd regnes (B, K) som ét udfald, ikke
som to. Parentesen omkring P og K markerer, at der er tale om ét sammensat
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udfald. Udfaldsrummet for dette eksperiment er: Q = {(B P), (P, K), (K, P),
(K, K)}. Enten viser begge monter plat, (B P), eller den forste viser plat og den
anden krone, (P, K), osv.

Et udfaldsrum bestér af udfald, der er kombinationer af elementerne i en po-
pulation. I eksempel 3.8, hvor man kaster en ment to gange, er populationen
{P, K}, og et udfald er en kombination af disse to populationselementer, fx
(B, P) eller (K, P).

Selvom det er forngjeligt at kaste med menter og rafle med terninger, er
den usikkerhed, vi i dagligdagen er udsat for, af mere kompleks karakter. Den
kan imidlertid beskrives med de samme teknikker som mont- og terningeks-
perimenterne.

Eksempel 3.9:
Salg af para-
plyer —del 1

En paraplybutik er interesseret i, hvor mange paraplyer kunderne kgber. Den
naeste kunde, der kommer ind 1 butikken, kan ende med enten at kgbe eller
ikke kgbe en paraply. Mdske kober han endda to paraplyer, hvis han ogsa vil
have en i reserve. Udfaldsrummet for dette eksperiment er derfor: Q2 = {0 pa-
raplyer, 1 paraply, 2 paraplyer}. Med dette valg af udfaldsrum er det pa for-
hénd udelukket, at nogen keber mere end to paraplyer. Hvis det faktisk er et
muligt udfald af eksperimentet, skal udfaldsrummet udvides.

Eksempel 3.10:

Salg af para-
plyer —del 2

Det kan taenkes, at butikken fra eksempel 3.9 er interesseret i sammenhzengen
mellem regnvejr og kunders kob af paraplyer. Dette kan ogsd formaliseres
som et eksperiment: ,at observere om det regner pé det tidspunkt, kunden gér
ind i butikken, samt det antal paraplyer, kunden keber®. Udfaldsrummet for
dette eksperiment er:

Q = {(regn, 0 paraplyer), (regn, 1 paraply), (regn, 2 paraplyer),
(tervejr, 0 paraplyer), (torvejr, 1 paraply), (torvejr, 2 paraplyer)}

Dette er et udfaldsrum, fordi alle mulige udfald af eksperimentet er inde-
holdt i Q, og kun ét af dem kan blive resultatet af eksperimentet.

3.3.2
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Handelsesalgebra

Nér man analyserer et eksperiment, er man ofte interesseret i en samling af
udfald snarere end de enkelte udfald. I eksempel 3.9 kunne man fx vere inte-
resseret i, om en kunde keber eller ikke kaber paraplyer. Her er det altsd ud-
faldet ,,0 paraplyer® over for udfaldene ,,1 paraply“ og ,,2 paraplyer, som er den
interessante problemstilling. Man kalder en samling af udfald for en heendelse:
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Figur3.2:
Udfaldsrum,
udfald og
haendelser
(AogB)

En heendelse er en samling af udfald. En heendelse siges at indtreeffe, hvis ét af dens
udfald indtraeffer.

Formelt er en hendelse, A, en delmengde af udfaldsrummet, Q: A < Q.

I figur 3.2 er sammenhengen mellem udfaldsrum, udfald og hendelser illu-
streret. Udfaldsrummet er ,firkanten®, som bestdr af de enkelte udfald, bol-
dene. En handelse er da en maengde af bolde, illustreret ved ,,cirklerne® i figu-
ren.

Eksempel 3.11:
Et terningkast

I eksperimentet ,at kaste med en terning kan vi definere en hendelse, A,
som: ,terningen viser et ulige antal gjne“. Denne heendelse indtreffer, hvis
terningen lander pa en ener, en treer eller en femmer. Det kan man formelt
skrive som: A = {ener, treer, femmer}.

I den forste kolonne i tabel 3.1 er udfaldsrummet for paraplyeksperimentet i
eksempel 3.9 angivet. I den anden kolonne er vist en rakke heendelser for
dette eksperiment. Bemerk, at tuborgklammerne bruges, da der er tale om
mengder af udfald. Den tredje handelse i tabellen er sdledes ,hejst kabe én
paraply“. Denne heendelse bestar af udfaldene ,,0 paraplyer” og ,1 paraply®
Samlingen af heendelser kaldes en hendelsesalgebra.'

1. Samlingen af heendelser skal formelt set opfylde nogle seerlige betingelser, for at man kan

bruge betegnelsen handelsesalgebra (ogsd kaldet en sigma-algebra). Det er imidlertid
for omfangsrigt at komme ind pé detaljerne i disse betingelser her.
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Tabel 3.1:
Udfaldsrum og
handelsesal-
gebra
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Mange handelser kan man give en naturlig fortolkning, som fx ,keb®-
handelsen i tabel 3.1. Andre haendelser har knapt sd naturlig en fortolkning,
som fx hendelsen, der bestdr af udfaldene ,,0 paraplyer® og ,,2 paraplyer®
Denne handelse kan fx kaldes ,,ikke kabe én paraply“-hendelsen. Bemerk, at
de enkelte udfald ogsa er heendelser i heendelsesalgebraen. Fx bestar handel-
sen ,ingen keb“ af udfaldet ,,0 paraplyer*.

Udfaldsrum, Q2 Hendelsesalgebra

0 paraplyer {0 paraplyer} »ingen keob®

1 paraply {1 paraply, 2 paraplyer} »kab®

2 paraplyer {0 paraplyer, 1 paraply} »hejst kebe én paraply“
{2 paraplyer} »kebe to paraplyer
{1 paraply} »kebe én paraply®
{0 paraplyer, 2 paraplyer} »ikke kebe én paraply®
{0 paraplyer, 1 paraply, »den sikre heendelse®
2 paraplyer}
%) »den umulige haendelse®

Blandt heendelserne i tabel 3.1 findes to bemarkelsesveerdige meengder. Den
forste er maengden af alle udfald, som i tilfeeldet med paraplyer er: {0 para-
plyer, 1 paraply, 2 paraplyer}. Ligegyldigt hvilket udfald der indtraeffer, sa ind-
treeffer denne hendelse altid. Derfor kaldes den ogsa for den sikre heendelse. Vi
anvender symbolet 2 om den sikre heendelse, fordi den indeholder alle udfald
i udfaldsrummet. Det modsatte af den sikre haendelse er den umulige heendel-
se. Den er karakteriseret ved, at ingen udfald tilfredsstiller den. Den betegnes
med det specielle symbol &.

For at kunne beskrive om to heendelser indtraeffer samtidig, eller om mindst én
af to haendelser indtreeffer, definerer man sikaldte feellesheendelser og forenings-
heendelser. De er defineret i nedenstdende boks og illustreret i eksempel 3.12.

Falleshandelser og foreningshandelser:
Lad A og B vere to hendelser.

A N B kaldes felleshaendelsen og bestar
af de udfald, som indgar i bade A og B.

A U B kaldes foreningshaendelsen og
bestar af de udfald, som indgér i enten _ »
A eller B (eller begge). AUB

Et venn-diagram
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Eksempel 3.12:
Salg af para-
plyer — del 3

Betragt heendelserne ,kob“ og ,,hajst kebe én paraply“ i paraplyeksperimentet
fra tabel 3.1. Feelleshendelsen for disse to handelser bestér af udfaldet ,,1 pa-
raply®, da det er det eneste udfald, som findes i begge mangder i tabel 3.1:

»kab“ M ,hajst kebe én paraply” = {1 paraply}
Foreningshezndelsen for de to haendelser er derimod givet ved:
»kob“ U ,hejst kebe én paraply” = {0 paraplyer, 1 paraply, 2 paraplyer}

og findes ved at tage alle de udfald, der findes i de to haendelser. Bemeerk, at
udfaldet ,,1 paraply® findes i begge haendelser. Det indgar dog kun én gang i
foreningshendelsen.
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Forskellige heendelser kan altsd indtreeffe samtidig, hvis de har udfald til feel-
les, hvorimod to heendelser er gensidigt udelukkende: De kan ikke begge ind-
traeffe samtidig, hvis de ingen udfald har til felles. Figuren i boksen kaldes
iovrigt et Venn diagram.

Til enhver haendelse er der en modsat heendelse. Den modsatte haendelse af
heendelsen A er defineret som mangden af alle de udfald, som ikke er i A. Den
modsatte heendelse kaldes ogsd den komplementcere haendelse og betegnes her
med toptegnet ¢ (for ,,complementary®). Den modsatte hendelse af A beteg-
nes derfor A. De to heendelser er ikke blot gensidigt udelukkende, man ved
ogsd, at enten indtreffer den ene heendelse, eller ogsé indtraffer den anden.
Formelt geelder derfor:

ANA =0 og AUVA=Q
Sandsynlighedsmal

For at kunne male usikkerhed kan man tilskrive sandsynligheder til de for-
skellige haendelser. Sandsynligheden angiver chancen for, at handelsen vil
indtreeffe. I det folgende ser vi pa nogle forskellige fortolkninger af begrebet
sandsynlighed samt médder, hvorpd man kan tilskrive sandsynligheder til heen-
delser.

En made at fortolke sandsynlighed pé er som den andel af gange, en haen-
delse vil indtreeffe, hvis man gentager eksperimentet uendeligt mange gange.
Dette er naturligvis en abstraktion, da man jo ikke kan gentage et eksperiment
uendeligt mange gange, medmindre man er meget optimistisk med hensyn til
sin levealder. Men abstraktionen virker alligevel. Tag eksperimentet ,,at kaste
en ment“. Hvis vi kaster menten mange gange, vil vi forvente, at den cirka
halvdelen af gangene viser plat. Hvorfor? Prov at vende argumentet om: Hvor-
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for ikke? Det er svaert at argumentere for, at den ikke skulle vise plat cirka
halvdelen af gangene. I sa fald md der vere et eller andet, som far monten til
at vise fx plat oftere end krone. Mgnten kunne vare bgjet, man kaster ikke
menten hejt nok og med tilstraekkeligt spind, eller indgraveringen af Dron-
ning Margrethe giver mere luftmodstand end indgraveringen pa den anden
side af monten. Men hvis vi kan tilbagevise disse forhold som varende irrele-
vante for eksperimentets udfald, sd star vi tilbage uden argumenter for, at vi
ikke skulle fi plat cirka halvdelen af gangene.

Noglen til denne konklusion er symmetri: Alt andet lige, sa har alle udfald
samme chance for at indtreffe. Derfor tilskriver vi sandsynligheden ,,1 divi-
deret med antallet af mulige udfald til hvert udfald. Denne simple nogle kan
lgse mange komplekse problemer omkring tilskrivning af sandsynligheder til
haendelser. Den er opsummeret i nedenstdende boks. Bemerk, at bogstavet P
(for ,,probability“) bruges til at angive sandsynlighed.

Tilskrivning af sandsynlighed ved hjeelp af symmetri:
Hvis et udfaldsrum bestar af K udfald, Q = {w,, ..., @}, som alle har lige stor
chance for udvzelgelse, s er sandsynligheden for enhver handelse med kun ét

udfald lig med %:
P(w,) = =P(wy) = %

Sandsynligheden for en haendelse, A, der bestér af k udfald, er:
P(A) =%

Dette symmetriargument kan man udvide en smule, nér eksperimentet invol-
verer en virkelig population. Forestil dig, at vi har en virkelig population be-
stiende af N,,, elementer, hvoraf k elementer alle har veerdien z af et karakte-
ristikum. Dette kunne fx veere populationen af danskere, hvor der er ca. 2,5
millioner elementer, der har veerdien, z = ,mand dvs. k = 2,5 millioner og
N, = 5,0 milioner. De k elementer med veardien z udger andelen k/N,,, af
populationen. Andelsfunktionen er derfor lig med k/N,,, i punktet z: g(z) =
k/N,,,. Hvis alle elementer i populationen har samme chance for udvzlgelse,
og udfaldet af eksperimentet er givet ved vaerdien af det udtrukne element, sd
er sandsynligheden for, at eksperimentet resulterer i udfaldet z, lig med ande-
len k/N,,,,. Dvs. der er sandsynlighed 2,5 mill./5,0 mill. = 0,5 for at udvzelge en
mand fra populationen af danskere. Dette princip er opsummeret i folgende
boks.
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Tilskrivning af sandsynlighed ved hjelp af andelsfunktionen:
Eksperiment: Udtraeekning af et element fra en virkelig population med N,,, ele-
menter. Udfaldet af eksperimentet er lig med verdien af det udtrukne element.

Hvis alle elementer i populationen har lige stor chance for udveelgelse, sé er sand-
synligheden for udfaldet z lig med veerdien af andelsfunktionen evalueret i z:

antal elementer med verdien z i populationen

N, pop

P(z) = g(2) =

Bemerk forskellen pé de to ovenstdende bokse. Den forste boks er relevant i
en situation, hvor alle K udfald af eksperimentet er lige sandsynlige. Dette
udnytter man til at tilskrive hvert udfald sandsynligheden 1/K. Dette er fx til-
feeldet med et terningkast, hvor hver af de seks sider har sandsynligheden 1/6.
I den anden boks behover de forskellige udfald af eksperimentet ikke at vaere
lige sandsynlige. Her gdr vi i stedet helt tilbage til populationen og siger, at
hvis alle elementer i populationen har lige stor chance for udvelgelse, sa kan
vi bruge andelen af elementer med verdien z som sandsynligheden for udfal-
det z. Hvis vi fx udtraekker én person i en population bestdende af 1000 meend
og 500 kvinder, sé er sandsynligheden 1000/(1000 + 500) = 2/3 for, at vi far en
mand, hvis alle personer har samme chance for at blive udtrukket.

Chancen for, at det regner i morgen, er 50 %. Her kan vi ikke appellere til
symmetri eller gentage eksperimentet ,,vejret i morgen“ uendeligt mange gan-
ge, ja ikke engang to gange. Men erfaring kan hjalpe os i dette tilfeelde. Der
har tidligere veeret dage med cirka samme temperatur, vindretning, luftfugtig-
hed og skydeekke, hvor det dagen efter regnede omkring halvdelen af gangene.
Vi kan ogsa bruge viden fra forseg i et laboratorium til at forudsige chancen
for skydannelse og dermed regn. Denne viden er ofte samlet i matematiske
modeller, som man fx kan bruge til at simulere vejrudviklingen pa computere.
I kapitlerne om regressionsanalyse senere i bogen gennemgdr vi matematiske
modeller, som kan veere yderst nyttige til forudsigelser. Idéen er, at fortidige
observationer bruges i videnskabelige modeller til at forudsige fremtidige si-
tuationer og sandsynligheder.

Erfaring kan ogsa bruges til forudsigelser, som ikke er baseret pa klare ma-
tematiske modeller, som eksempel 3.13 viser.

Eksempel 3.13:
Salg af para-
plyer —del 4

I paraplybutikken ved man af erfaring, at andelen af kunder, som ikke kaber, er
1/4, mens halvdelen af kunderne kgber én paraply, og en fjerdel af dem kober
to paraplyer. Hvis vi observerer en tilfeeldig kunde, der kommer ind i butikken,
sd kan vi bruge den erfarede andel som mal for sandsynligheden for, at kunden
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ikke vil kabe en paraply. Sandsynligheden for, at kunden ikke keber noget, er
sdledes 1/4. Tilsvarende er sandsynligheden for, at kunden keber 1 paraply lig
med 1/2, og sandsynligheden for, at han keber 2 paraplyer, er lig med 1/4.
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Hvad er chancen for, at hesten Ibrahim vinder pa sendag? For nogle vil jockey-
ens stjernetegn og sangstemme indga i chancevurderingen. Matematisk er der
ikke noget problem i, at man tilskriver sandsynligheder efter forgodtbefin-
dende. Ofte kan man kun stette sig til sin intuition, uden at man skal vere
blind for, at intuitionen delvist er et resultat af ens erfaringer. I alle disse til-
feelde siger man, at sandsynlighederne er fremkommet subjektivt.

Formelt er sandsynlighedsmdlet en funktion af en hendelse. Dette gaelder
uanset, om man tilskriver sandsynlighed vha. symmetriargumenter, ud fra er-
faring eller subjektivt.

Tilskrivningen af sandsynligheder til alle haendelserne i heendelsesalgebra-
en skal opfylde nogle fd krav, for at dette matematiske system kan virke. Disse
krav er som folger:

Et sandsynlighedsmal, P( ), skal opfylde:

(i) 0<P(A)<1,hvor A er en hendelse.
(i) P(Q) =1, hvor Q er den sikre haendelse.

(iii) P(A U B) = P(A) + P(B), hvis heendelserne A og B ikke har udfald til felles,
dvs. AnB={.

Disse tre krav medvirker til, at systemet af sandsynligheder er konsistent, dvs.
ikke indeholder selvmodsigelser.” For det forste ma udfald ikke have negative
sandsynligheder eller sandsynligheder storre end 1. For det andet er sandsyn-
ligheden for den sikre haendelse lig med 1, fordi denne haendelse altid indtreef-
fer, idet den bestar af alle udfald i udfaldsrummet, Q. Endelig er det sdledes, at
hvis to heendelser ikke har nogen udfald til felles, sd er sandsynligheden for
foreningshendelsen lig med summen af sandsynlighederne for de to haendel-
ser. At A og B ikke har udfald til feelles betyder, at feellesmangden, A N B, er
tom. Som illustreret i det folgende eksempel tilfredsstiller de tilskrevne sand-
synligheder i tabel 3.2 de ovenstdende tre betingelser.

2. Formelt set kraeves det ogsd, at P(A1 U A2 UA3 U ...) = P(Al) + P(A2) + P(A3) + ...,
hvis ingen af heendelserne, A1, A2, A3, ..., har nogle udfald til felles. Dette vil dog typisk
vaere opfyldt, hvis betingelserne (i)-(iii) fra boksen ovenfor er opfyldt.
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Eksempel3.14: T eksempel 3.13 var sandsynlighederne for keb af 0, 1 og 2 paraplyer hen-

Salg af para- holdsvis 1/4, 1/2 og 1/4. Disse sandsynligheder kan vi nu bruge til at udregne
plyer — del 5 sandsynlighederne for de resterende haendelser. Fx bestar heendelsen ,kob“ af
de to udfald: ,,1 paraply® og ,,2 paraplyer®, som har sandsynlighederne 1/2 og
1/4. Sandsynligheden for haendelsen ,,kob“ kan da udregnes som summen af
disse sandsynligheder: 1/2 + 1/4 = 3/4. Tabel 3.2 viser de tilskrevne sandsyn-
ligheder for de ovrige heendelser i paraplyeksperimentet.
Tabel 3.2: Udfaldsrum, Hendelsesalgebra Sandsyn-
Udfaldsrum, Q lighedsmal
handelsesal- 0 paraplyer {0 paraplyer} »ingen kab“ Va
gebraog 1 paraply {1 paraply, 2 paraplyer} Hkab® 3%
sandsynlig- 2 paraplyer {0 paraplyer, 1 paraply}  ,hejst kebe én paraply“ %
hedsmal {2 paraplyer} »kebe to paraplyer Va
{1 paraply} »kebe én paraply“ %)
{0 paraplyer, 2 paraplyer} ,ikke kgbe én paraply“ %)
{0 paraplyer, 1 paraply, »den sikre heendelse® 1
2 paraplyer}
%) »den umulige haendelse® 0
3.4 Regneregler for sandsynligheder

En implikation af de tre egenskaber ved sandsynligheder i ovenstdende boks
er additionssetningen, som angiver sammenheaengen mellem sandsynlighe-
derne for foreningsheaendelsen og fzlleshaendelsen:

Additionssatningen for sandsynligheder:
For haendelser A og B geelder:
P(AUB) =P(A) + P(B) - P(AN B)

Additionssetningen forteller os, at sandsynligheden for en foreningsheendel-
se er lig med summen af sandsynlighederne for de to involverede handelser
fratrukket sandsynligheden for deres falleshandelse. Arsagen til, at denne
skal fratreekkes, er, at sandsynlighederne for udfald, der indgér i bade A og B,
er medtaget i bdde P(A) og P(B). For ikke at telle sandsynlighederne for disse
udfald med to gange treekker vi dem fra via P(A N B).
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Eksempel 3.15:

Salg af para-
plyer —del 6

Heendelserne ,kob“ og ,,hojst kabe én paraply“ i paraplyeksperimentet fra ta-
bel 3.2 har begge sandsynligheden 3/4. For at finde sandsynligheden for deres
foreningshandelse, ,kob®“ U ,hojst kebe én paraply®, skal vi leegge deres indi-
viduelle sandsynligheder sammen og traekke sandsynligheden for felleshaen-
delsen fra. Feellesheendelsen bestar af udfaldet ,,1 paraply®, som har sandsyn-
ligheden 1/2. Sandsynligheden for foreningshaendelsen ,kab“ U ,hejst kabe
én paraply® er derfor: 3/4 + 3/4 — 1/2 = 1. Dette passer ogsa fint, idet vi fra
eksempel 3.12 ved, at:

»kob“ U ,hejst kebe én paraply“ = {0 paraplyer, 1 paraply, 2 paraplyer}

som er hele udfaldsrummet, Q, og P(£2) er jo netop 1.

For en heendelse A og dens modsatte heendelse A° geelder, at sandsynligheden
for, at mindst én af dem indtreffer, er lig med 1. Dette skyldes, at forenings-
hendelsen mellem de to haendelser er den sikre heendelse. Formelt er:

P(AUA)=P(Q)=1
Desuden er A og A° gensidigt udelukkende, sé:
P(ANA)=P(D)=0

Som en konsekvens af dette far man ved hjzlp af additionssatningen for
sandsynligheder:

P(A) =1-P(A9)

Man kan desuden finde sandsynligheden for en haendelse, A, hvis man kender
sandsynligheden for felleshandelsen af A og B (hvor B er en hvilken som
helst haendelse) samt sandsynligheden for felleshendelsen af A og B‘. Da har
man nemlig:

P(A)=P(ANnB)+P(AN B)

Eksempel 3.16:

Salg af para-
plyer —del 7
64

Lad A vare haendelsen, at en kunde keber én paraply, og lad B vere handel-
sen, at det regner i eksperimentet fra eksempel 3.10. Antag, at sandsynlighe-
den for, at en kunde keber én paraply, er P(A) = 0,15, og at sandsynligheden
for, at det regner, er P(B) = 0,25. S4 kan vi finde sandsynlighederne for de
modsatte heendelser, A° og B. Hvis vi ogsé ved, at sandsynligheden for, at en
kunde kgber én paraply, og det samtidig regner, er P(A N B) = 0,1, da kan vi
ogsd finde sandsynlighederne for de gvrige feelleshaendelser, der involverer A
og B samt A° og B*. Dette er gjort i nedenstdende tabel:
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For eksempel er sandsynligheden for, at kunden keber én paraply og det
ikke regner, givet ved:

P(AnB)=PA)-P(ANB)=0,15-0,1=0,05

Tabel 3.3:
Haendelser,
modsatte
handelser,
felleshandel-
ser og sand-
synligheder

3.5

Heaendelser B: B
(regn) (ikke-regn)
A: o -
(1 paraply) P(ANB)=0,1 P(AN B) = 0,05 P(A)=0,15
A% . B . o N
(ikke 1 paraply) P(A°0 B) = 0,15 P(A*"NB) =0,7 P(A%) = 0,85
P(B) =0,25 P(B) = 0,75 P(Q) =1
Betinget sandsynlighed

I mange situationer kan vi anvende information om en handelse, der er ind-
truffet, til bedre at kunne forudsige, hvorvidt en anden heendelse indtreeffer.
Hyvis vi fx bruger information om, hvor meget det har regnet i lobet af aret, sa
kan vi bedre forudsige hostudbyttet, end hvis vi ikke bruger denne informa-
tion. Et andet eksempel er risikoen for at fi en arvelig sygdom. Hvis vi kender
sygdomshistorien for en given persons foreldre, sd kan denne bruges til bedre
at forudsige personens egen risiko for at fi en arvelig sygdom. Teorien om
betingede sandsynligheder handler om, hvordan man kan bruge information
om én handelse til at vurdere sandsynligheden for en anden haendelse.

I nogle tilfeelde vil information om, hvorvidt én heendelse indtreffer, fjerne
usikkerheden omkring, hvorvidt en anden handelse indtreffer. Dette er til-
feeldet, nér to heendelser, A og B, ikke har nogen felles udfald (A og B er gen-
sidigt udelukkende). Hvis vi ved, at haeendelse B er indtruffet, dvs. ét af udfal-
dene i B er indtruffet, sd er sandsynligheden for, at heendelse A indtreffer, lig
med nul.

Vi kalder sandsynligheden for, at heendelsen A indtreffer, givet vi ved, at
heendelsen B indtreeffer (eller er indtruffet) for den betingede sandsynlighed for
heendelse A givet heendelse B. Denne sandsynlighed symboliseres med P(A|B),
hvor den lodrette streg betyder , givet eller ,betinget p&®.

Den betingede sandsynlighed, P(A|B), udregnes pd folgende made. Nar
heendelsen B indtreffer, s& betyder det, at vi kan koncentrere os om de udfald,
som indgér i heendelsen B. Af disse udfald er nogle i A, mens andre ikke eri A.
Til at udregne den betingede sandsynlighed skal vi derfor bruge sandsynlighe-
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den for de udfald, som indgar i bdde A og B. Denne sandsynlighed er
P(A N B). Davi ved, at haendelsen B indtreffer (eller allerede er indtruffet), sd
skal sandsynligheden P(A M B) ses i forhold til sandsynligheden for handel-
sen B, dvs. P(B). Dette er intuitionen bag definitionen af den betingede sand-
synlighed, som praesenteres i den folgende boks:

Den betingede sandsynlighed for heendelsen A givet heendelsen B er defineret som:

P(ANB)

P(A|B) = E)

forudsat at sandsynligheden for haendelsen B er strengt storre end 0, P(B) > 0.

Nér man ved, at heendelsen B er indtruffet, s kan man tanke pd udfaldene i B
som et udfaldsrum. Inden for dette udfaldsrum skal man finde sandsynlighe-
den for de udfald, som ogsa tilhgrer A.

Eksempel 3.17:
Salg af para-
plyer —del 8

I eksempel 3.16 var sandsynligheden for haendelsen A (at en kunde kober én
paraply) givet ved P(A) = 0,15, mens sandsynligheden for heendelsen B (at det
regner), var P(B) = 0,25. Endelig var sandsynligheden for felleshendelsen (at
en kunde kgber én paraply og det regner) givet ved P(A N B) = 0,1. Sandsyn-
ligheden for, at en kunde kgber én paraply, givet at det regner, er da:

P(ANB) 01
P(A|B) = = =0,4
(41B) P(B) 0,25

Her ses vaerdien af informationen om handelsen B. Hvis vi ikke ved, om det
regner, sa er vores bedste bud pa sandsynligheden for, at en kunde keober én
paraply, lig med 0,15. Hvis det derimod regner (haendelsen B er indtruffet),
sd er sandsynligheden for kob faktisk betydeligt hojere, nemlig 0,4.
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Man kan udvide begrebet betinget sandsynlighed til en situation, hvor man
har viden om flere heendelser. Her definerer man blot den betingede sandsyn-
lighed som sandsynligheden for en heendelse, givet at flere andre hendelser
indtreeffer (eller er indtruffet). P(A|B, C) er siledes sandsynligheden for heen-
delsen A, givet at badde heendelsen B og hendelsen C indtreffer. Denne sand-
synlighed er formelt set givet ved:

P(A|B, C) = P(A|BN C))

Usikkerhed og sandsynligheder



3.6

3.6.1

Dvs. som sandsynligheden for heendelsen A givet fellesheendelsen mellem B
og C. Hvis vi tenker pd denne felleshaendelse som en ny hendelse, D, hvor
D=BnNC,sder P(A|B, C) = P(A|D), hvilket er en sandsynlighed betinget pa
kun én heendelse ligesom i den oprindelige definition af betinget sandsynlig-
hed. Derfor kan P(A|B, C) udregnes som:

P(A|B, C) = P(A|D) = P(AND) _ PANBNC)
P(D) P(BNC)

Uafhaengighed og spurigse sammenhzange

En af de storste empiriske udfordringer inden for samfundsvidenskab er at
undersoge sammenhange mellem forskellige storrelser og afgere, om sam-
menhzengene er kausale. En kausal sammenhang mellem to storrelser bety-
der, at den ene storrelse forarsager den anden storrelse. En forstdelse af, om en
sammenheng er kausal eller ej, er essentiel, hvis man fx vil bruge resultaterne
af en undersogelse til at formulere en ny politik p& omradet. Hvis man fx vil
undgd, at unge mennesker bliver kriminelle, sd er det vigtigt at forstd, hvad der
forarsager kriminalitet.

Det er verd at gore opmerksom pa, at kausalitet er et begreb, som ikke er
preecist og entydigt defineret. Begrebet har veeret genstand for diskussion blandt
filosoffer i hvert fald de seneste 2500 ar. Vi vil derfor atholde os fra at give en pree-
cis definition af kausalitet i denne bog. Lost sagt har vii tankerne, at en handelse
A fordrsager en haendelse B, hvis A indtreffer forst og pavirker sandsynligheden
for, at B indtreeffer. Et veesentligt element i kausalitet er séledes, at den forar-
sagende haendelse tidsmeessigt skal forekomme for haendelsen, som forarsages.

Vi vil nu vise, hvordan vi kan bruge redskaberne fra de forste afsnit i dette
kapitel til at opbygge en ramme, inden for hvilken vi kan undersege sammen-
haenge mellem forskellige storrelser under usikkerhed. I dette afsnit definerer
vi sdledes, hvad vi statistisk set forstdr ved henholdsvis uathangige og athen-
gige handelser. Vi viser desuden, hvorfor athengighed mellem to haendelser
ikke ngdvendigvis er det samme som en kausal sammenhaeng mellem de to
handelser. Dermed kommer vi teettere pa at kunne afggre, om en given sam-
menheng er kausal eller e;j.

Uafhangighed

Det centrale statistiske begreb, nir man skal se pd sammenhenge mellem to
eller flere heendelser, er uafhaengighed. Hvis information om, at en heendelse,
B, er indtruffet, ikke @endrer sandsynligheden for, at en anden heendelse, A,
indtreeffer, sd siger vi, at de to heendelser er uatheengige. Formelt svarer dette
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til, at: P(A|B) = P(A). Sandsynligheden for heendelse A er siledes den samme,
uanset om vi medtager information om, hvorvidt B er indtruffet, P(A|B), el-
ler vi ikke medtager denne information, P(A).

Det folger da, at hvis to heendelser, A og B, er uatheengige, sa er sandsynlig-
heden for felleshaendelsen mellem A og B givet ved:

P(A N B)=P(A|B) - P(B) = P(A) - P(B)

hvor det forste lighedstegn folger af definitionen af betinget sandsynlighed fra
boksen ovenfor (nar der ganges med P(B) pd begge sider af lighedstegnet),
mens det andet lighedstegn folger af, at de to hendelser er uathangige og
dermed at: P(A|B) = P(A). Vi opsummerer definitionen af uafhengighed i
folgende boks:

Uafhaengighed: To heendelser, A og B, er uafheengige, hvis og kun hvis:
P(A|B) = P(A)

hvilket er ensbetydende med:

P(A ~ B) =P(A) - P(B)

Hvis betingelserne ovenfor ikke er opfyldt, sd siges heendelserne at vaere af-
heengige. Fordi to heendelser er statistisk atheengige, sd betyder det imidlertid
ikke, at de to handelser direkte har noget med hinanden at gore. I flere lande
har det fx vist sig, at der er en statistisk athaengighed mellem antallet af obser-
verede storke og antallet af barnefodsler. Det betyder dog ikke, at det er stor-
ken, der kommer med barnene. Hvis to heendelser omvendt er uathaengige, sa
kan man dog som regel med sindsro konkludere, at de to heendelser ikke har
noget med hinanden at gore.

Nar to heendelser ikke har noget med hinanden at gore, men alligevel stati-
stisk set er athangige, sd skyldes det andre handelser, som ikke er medtaget i
analysen. Fx skyldes sammenheangen mellem storke og bernefodsler den ge-
nerelle samfundsudvikling med overgangen fra landbrugssamfund til indu-
stri- og servicesamfund, som bdde har odelagt en del af storkenes oprindelige
omgivelser og samtidig har mindsket antallet af bornefodsler. Med andre ord,
hvis man tager hgjde for samfundsudviklingen, sa forsvinder sammenhzngen
mellem antallet af storke og antallet af bernefedsler.

Til at betegne, at en tredje heendelse, C, kan forklare en tilsyneladende sam-
menhang mellem to heendelser, A og B, bruger man begrebet betinget uaf-
heengighed.

Usikkerhed og sandsynligheder



3.6.2

Betinget uafhaengighed: Haendelserne A og B er uafhangige betinget pa heendelsen
C, hvis og kun hvis:

P(A|B, C) = P(A|C)

Betinget uathangighed mellem A og B betyder, at sandsynligheden for heen-
delsen A ikke pavirkes af, om heendelsen B indtraffer, hvis man allerede ved,
om haendelsen C er indtruffet eller e;j.

Direkte, indirekte og spurigse sammenhznge

Der findes utallige empiriske undersogelser, der konkluderer, at der statistisk
set er en sammenheng mellem to sterrelser. Vi skal senere i denne bog se,
hvordan man kan lave sdidanne undersegelser. Ndr man herer, at der er en
sammenhzng mellem to storrelser, sa bor man imidlertid altid overveje, om
undersegelsen har korrigeret for andre storrelser, som kan tankes at udgere
den bagvedliggende arsag til den fundne sammenhaeng.

Der er grundleggende tre situationer, hvor hendelserne A og B statistisk
set udviser atheengighed. De tre situationer er:

1. A og B afhenger direkte af hinanden: A — B eller B — A.

2. A og B afheenger indirekte af hinanden gennem en heendelse C: A — C
— BellerB— C— A.

3. A og B afhenger ikke af hinanden, men begge afhenger af en tredje
hendelse C: A < C — B.

I alle tre situationer er P(A|B) # P(A). Nar man siger, at A og B afhenger af
hinanden, sé er det typisk underforstdet, at det er situation 1, man mener, gor
sig gaeldende. Det er ogsé typisk underforstaet, at en af hendelserne forér-
sager den anden hendelse. Men baseret pa statistisk athengighed mellem A
og B kan det lige sd godt veaere situation 3, som er gaeldende. I sd fald er der
reelt ingen athaengighed mellem A og B i den forstand, at en af dem fordrsager
den anden. Man kalder en sddan tilsyneladende sammenheng for en spurios
sammenheeng.

Man kan afslere, om man befinder sig i situation 1 eller i en af de to andre
situationer ved at undersoge, om der findes en hendelse, C, hvorom det gal-
der, at A og B er uathangige betinget pa C: P(A|B, C) = P(A|C).1sa fald er det
en af de to sidste situationer, der gor sig gaeldende. For at kunne afgore, om
dette er tilfeeldet, skal man imidlertid have et godt bud p4, hvad C kan veere.
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I praksis fremgar det typisk af en undersogelses formadl, hvad handelserne
A og B repreasenterer. Hendelsen C er derimod mindre oplagt. Det er her,
man skal bruge sit kendskab til en undersegelses problemstilling samt sin
sunde fornuft til at vurdere, hvad heendelsen C kan vere. Det folgende eksem-
pel illustrerer dette.

Eksempel 3.18:
Kvalitet af
skoler

Forestil dig et eksperiment, hvor man udvalger en skole tilfeeldigt og observe-
rer, om den er privatejet (B) eller ej (B°), og om karaktergennemsnittet pa
skolen er hojt (A) eller ej (A%). Det viser sig, at P(A|B) = 0,7 mens P(A|B°) =
0,4. Dermed kan man konkludere, at haendelserne A og B ikke er uathengige
statistisk set. Man kan dernzest sporge sig selv, hvad drsagen til denne sam-
menhzng er. Skyldes den forskellig kvalitet af undervisningen pa de to typer
af skoler?

Forskning tyder p4, at en elevs praestation i skolen athanger af, hvor meget
fx foraeldre har haft tid til at stimulere eleven sprogligt de forste seks levear.
Lad heendelsen C betegne, om skolens elever har modtaget tilstreekkelig sprog-
lig stimulering de forste seks levear. Sandsynligheden for, at karaktergennem-
snittet i en skole bliver hojt, givet at eleverne har modtaget sproglig stimule-
ring, antages at veere: P(A|C) = 0,8.

Man kan derneest finde sandsynligheden for, at karaktergennemsnittet er
hejt betinget bade pa typen af skole og mangden af stimulering. Hvis man
her finder, at P(A|B, C) = 0,8, sd er P(A|B, C) = P(A|C), og A og B er da uaf-
haengige betinget pd C. Det betyder, at der ikke er en direkte sammenhang
mellem A og B. I stedet kan sammenhzngen mellem typen af skole og karak-
tergennemsnittet veere spurigs. Det kan fx skyldes, at velstimulerede bern i
hgjere grad sendes pa privatskole, hvilket igen kan heenge sammen med, at
velstimulerede bern kommer fra familier med relativt hgje indkomster.
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Som eksemplet viser, sa kan man nogle gange vise, at en tilsyneladende af-
haengighed mellem to haendelser, A og B, ikke holder, hvis man tager hgjde for
en tredje haendelse, C. Ofte kan det dog veere sveert at vide, hvad denne tredje
handelse skal vaere, og man kan da forsege sig med forskellige bud pa C. Og
selvom man ikke finder en tredje heendelse, der kan forklare sammenhangen
mellem A og B, sd er det jo ikke det samme som, at en sidan heendelse ikke
findes.

Hvis man finder, at C kan forklare sammenhzngen mellem A og B, sd kan
man derfor heller ikke umiddelbart konkludere, at der er en direkte athaengig-
hed mellem C og A og mellem C og B. Det kan vere, at en helt fjerde haen-
delse, D, kan forklare begge sammenhznge. Som nzevnt i eksemplet kan det
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veere familiens sociogkonomiske status, der bestemmer den sproglige stimu-

lering, valget af skole samt karaktergennemsnittet. Dette illustrerer ogsd, hvor

vanskeligt det kan veere at afdekke direkte athengighed og i sidste ende kau-

sale sammenhange inden for samfundsvidenskaberne.

Opgaver

1)

Repetitionssporgsmal:

a) Hvad bestér et eksperiment af?

b) Giv eksempler pé virkelige populationer og superpopulationer.

¢) Forklar kort de tre elementer i sandsynlighedsmodellen: Udfaldsrum,
haendelser og sandsynligheder.

d) Gor rede for sammenhangen mellem udfaldsrum og stikprove.

e) Forklar kort om de forskellige mader at tilskrive sandsynligheder pa.

f) Hvilke tre egenskaber skal sandsynligheder opfylde?

g) Gor rede for additionssatningen for sandsynligheder.

h) Forklar hvad man forstdr ved betinget sandsynlighed.

i) Hvad betyder det, at to heendelser er henholdsvis uathaengige og betin-
get uathaengige?

En hdndboldanalytiker vurderer, at hjemmeholdet til en forestdende kamp

har 40% chance for at vinde og 70% chance for ikke at tabe.

a) Hvad er populationen, stikproven og udfaldsrummet i dette eksperi-
ment?

b) Forklar ud fra egenskaberne ved sandsynligheder, hvad sandsynlighe-
den er for et uafgjort resultat.

¢) Hvad er sandsynligheden for, at et af holdene vinder?

I en aftenskoleklasse for orgelspil er tre kursister under 40 &r, fire er mel-

lem 40 og 65 dr og to er over 65 dr. Der skal traeekkes lod om en fribillet til

en Ole Erling-koncert. Alle navnene pd de ni personer laegges i en spand,

som rystes, og ét navn udveelges tilfeldigt.

a) Hvad er populationen og den tilhgrende andelsfunktion?

b) Hvad er sandsynligheden for heendelsen, at en kursist mellem 40 og 65
ar udveelges?

¢) Hvad er sandsynligheden for haendelsen, at en kursist over 40 dr udveel-
ges?

3.7 Opgaver Al
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4) Foulum Fodbold Uniteds (FFU) forste og eneste hold deltager i Viborg-
mesterskaberne. Der spilles tre kampe i indledende runde. Sandsynlighe-
den for at Foulum taber en kamp er 0,9, og resultaterne af de tre kampe er
uaftheengige.

a) Hvad er sandsynligheden for at FFU ikke taber deres anden kamp?

b) Hvad er sandsynligheden for, at FFU taber alle tre kampe?

¢) Hvad er sandsynligheden for, at FFU taber to kampe?

d) Hvad er sandsynligheden for, at FFU ikke har tabt anden kamp givet at
man kun ved, at FFU har tabt to kampe i indledende runde? Sammen-
lign svaret med dit svar til spergsmal a).
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